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1.4 Phasenraum

//w\\\ /2\ .

N =

Abbildung 1: Trajektorien im Phasenraum fiir un-
geddmpften, schwach und stark geddmpften harmoni-
schen Oszillator

1.5 Keplersche Gesetze

1. Die Planeten durchlaufen Ellipsenbahnen. Ellipsen-
bahn:
P b? Va2 —b?
= = — €= —mM8—
P= T "ccos 1) a a
2. Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten dt glei-
che Fldchen dF' (Impulserhaltung). Beweis:

ar 1
dt 2

3. Mit der grolen Halbachse a und der Umlaufzeit T

gilt fiir alle Planeten %—Z = const. Beweis:

@ el 1P
T2 4m2m2b?  4n2 m2P

Die Radialbeschleunigung lésst sich berechnen zu
p—pd?

L1

m2P p?

a, =

Das Gravitationsgesetz sagt nun, dass der erste Fak-

tor konstant ist. Dies entspricht aber auch genau dem
3

Faktor in der Gleichung von .

Aus der Bewegungsgleichung folgt durch Multiplikation

mit I:

o, T
p = —0473
o7 a9,
pxl = T—S(rp—r(rﬁ))
i<~xf) I
at \P I r
ﬁxf = amf—é

C ist Lenz’scher Vektor und liegt in der Bewegungsebene
und ist parallel zum Ortsvektor des Perihels. Durch skala-
re Multiplikation mit 7 ergibt sich die Ellipsengleichung:

- "
r(pr) = amT—rC
f(r"x ]5') = amr —rCcos ¢
2
=l

12/(am)
1—C/(am)cos ¢

1.6 Vielteilchensysteme

Die reduzierte Masse ist

. Mmime
r= mi +mo
Bei einem elastischen Stofl gleicher Massen gilt die
Impuls- und Energieerhaltung:

p1o= Py +Dh
o s
2m 2m  2m

Durch Quadrieren der Impulserhaltung folgt

DY+ D5 + 29,7
= 2P\ 7 = piphcos

o 3
|

Handelt es sich nicht um einen zentralen Stof, ist somit
¢ = 90°.

1.7 Virialsatz

Befinden sich alle Teilchen in einem endlichen Volumen,
so gibt der Virialsatz die mittlere kinetische Energie der
Teilchen an:

> Fir

i

T——

N |

Beweis: Berechne Ableitung von G' =), pi7;

@ = T (i)

= 2T+ Fif
i

Der absolute zeitliche Mittelwert ergibt sich somit zu

dG .1 [MdG
— = lim — —dt
dt r—oo T Jo dt
= @ﬁ0=0:2T+ZFm
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2 Rotationen

2.1 Orthogonale Transformationen

Koordinatentransformation ist orthogonal wenn
D-DT=1 und detD = 1.

Drehmatrix um z-Achse:

cose —sina 0
R*(a) = | sina cosa O
0 0 1

Eine beliebige Rotation wird beschrieben durch drei Eu-
lerwinkel:

REuler(a’ﬁ’ 7) = R* (/7) Rfﬂ(ﬂ) RZ(Oé)

2.2 Zeitableitung im rotierenden Koordi-
natensystem

df df L.
(9.4,
Lab RK

Beweis: Den um den Winkel wt transformierten Vektor
im RK ableiten und Summanden identifizieren.

2.3 Scheinkrifte

Die Beschleunigung im Laborsystem errechnet sich durch
2-maliges Anwenden und Ausmultiplizieren der obigen
Gleichung zu:

w
ALab = AGRK + — X T+20 X U+ X [J X T
ab = AR + G X THA X TG X [0 x 7]

2.
1. 3.

1. Lineare Beschleunigung
2. Coriolisbeschleunigung

3. Zentrifugalbeschleunigung

3 Starre Korper

3.1 Tragheitstensor

Der Gesamtdrehimpuls L ist die Summe der einzelnen
Drehimpulse:

L= =Y milf x (& x 7)]

yz’(wxyi - wyxi) - Zi(wzil?i - W;czi)
Zi(wyzi - wzyi) - xi(wxyi - Wyxi)
T (w2 — wazi) — Yilwyz — wayi)

=DM

2,2
Yi Ta Tl Tz

_ 2,2 -~ _ 75

=>,m; —xYi T+ 2 ;yiziZ d=1d
—Tizi  —Yizi TP T Y

Transformation des Drehimpulses:
L' = RL=RI3
= RIR'R&
———
=J =3
Der Tragheitstensor ist also ein Tensor zweiter Stufe. Der
Vektor & ist ein Tensor erster Stufe.

Bei einer Haupttriigheitsachse ist L || &. Zur Bestimmung
der Hauptréigheitsachsen und Haupttrigheitsmomente ist
folgendes Eigenwertproblem zu lésen:

det(I—X-1)=0

Fiir eine beliebige Drehachse errechnet sich das Tragheits-
moment zu

Ly = éu(léy) = Zmi(ﬁ? — (7€w)?)

Die Berechnung eines Tragheitsmoments eines Korpers
mit kontinuierlicher Massenverteilung erfolgt mit Hilfe ei-
nes Volumenintegrals. Der Integrand ist dann

Volumenelement - Dichte - (Abstand zu &)?

3.2 Satz von Steiner

Das Tragheitsmoment eines starren Kérpers mit Masse M
um die Drehachse é, (mit Anstand b zum Schwerpunkt)
ist

Iw _ IEchwerpunkt + Mb2

Beweis: Sei p, der Ortsvektor eines Massenpunktes im
Schwerpunktsystem, und 7, der Ortsvektor im um den
Vektor —R verschobenen Koordinatensystem (also 7, =

R+ ), so gilt:
I, = Zma(ﬁz} - (Faéw)2)
- ZmG{R2+2Eﬁa+pﬁ+...

= MR+ ma(p? — (Pubu)?) = ME* + I5°

3.3 Kinetische Energie

Die kinetische Energie des gesamten starren Koérpers ist:

TKin =
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4 Lagrange Formalismus

4.1 Zwangsbedingungen

Holonome Zwangbedingung;:

fr, . . PN, t) =0
Nicht holonome Zwangsbedingung:
f(’l?l,...,f"N,t) >0

Eine skeleronome Zwangsbedingung ist zeitunabhéngig,
eine rheonome zeitabhéngig.

4.2 Virtuelle Verriickungen

Die virtuelle Verriickung ist eine infinitesimale Verénde-
rung des Systems, die mit den Zwangsbedingungen ver-
traglich ist.
. 3N—k or, 5
T, =
K3 aqa qOé

a=1
Damit die Zwangsbedingungen erfiillt bleiben muss fiir
allel =1...k gelten

fi(Py, .o,

Die Entwicklung an der Stelle 7; + §7; um den Punkt 7;
ergibt

’FN,lL) = fl(Fl +§7?1,...,’FN +5’FN,LL) =0.

fl(Fl +5771,.. FN"‘(;FN, )

+Z

Daraus folgt die Bestlmmungsglelchung fiir die erlaubten
virtuellen Verriickungen

= fl(’l?l,..., 5’!‘2

N
S Vifiori=0  I=1..k

=0

4.3 D’Alembertsches Prinzip

Die zeitliche Entwicklung des Systems erfolgt in Richtung
solcher virtuellen Verriickungen 67, fiir die die Zwangs-
kriifte keine Arbeit leisten:

N

=7 -
> FPEs = 0
i=1

Das D’Alembertsche Prinzip ist ein Postulat.

4.4 Lagrange Bewegungsgleichungen 1.
Art

Das D’Alembertsche Prinzip ist eine Linearkombination
der Bestimmunsgleichung der virtueller Verriickungen:

N k N
Y OEPTESE = Y Ny Vifior
i=1 =1 i=1

k
F‘:iZwang _ Z)‘ﬁiﬁ i=1.N
=1

Die Zwangskréfte sind so konstruiert, dass sich das Teil-
chen bewegt, als ob eine Gesamtkraft

Gesamt __ 13 Zwang
Flesamt — 4 F

auf es wirkt. Die Lagrange Bewegungsgleichungen 1. Art
sind somit

mid’i =

k
Fi 4 NVifi(ii, )
=1

FiZwang

fl(ﬁvt) = 0.

4.5 Lagrange Bewegungsgleichungen 2.
Art

Die Geschwindigkeit eines Teilchens berechnet sich zu

A7 3N—k

g Z

Multipliziert man alle Lagrange Bewegungsgleichungen 1.
Art mit der zugehorigen virtuellen Verriickung und ad-
diert diese, so ist

N
> mid;oF;
%

or; dqj 87"1

0q; dt

N N
= =/ ﬂ
E Fi(ST’fL' + E Fi Wangéri
1=1 1=1
=0 D’Alembert

Setzt man die Definition der virtuellen Verriickungen ein,
so erhéllt man

L (o = (OF
izo;miai <8qa5qa> = ZZ;FZ (8%5%>
= i  nor\ _ .dOon]
_ia dt llaqa qu

Tt 9.
Als Nebenrechnungen ist zu zeigen:

dor _ ~ T da 0 O
dt Oqg; N 8qjaqk dt Bt Jq;
0 or; qu 87:}
N 0q; {Z Jdqp dt 6‘t }
_ 9z
8qj‘ ¢
sowie
or, _ 0 _ o
04; o4 0Og;

Setzt man dies oben ein, so ergibt sich mit der kinetischen
Energie T = Y, $m,v2:
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S df om0 |
- / dt llaqa llaqa q(X

- 40 (1 .2\ _ 0 (1 .2\];
- / dtaqa 9 il 8qo¢ 9 il o
d 8 )
- L9

i,

Da die virtuellen Verriickungen beliebig sind, gilt die Glei-
chung auch fiir jede generalisierte Koordinate « einzeln:

7 or;
8an Z "0qa

[

d 0 8
dt aqa

Hierbei ist @, die generalisierte Kraft, fiir die sich im
Falle eines konservativen Kraftfeldes mit dem Potential
V ergibt

Q=213

Lédsst man in einem transformierten Koordinatensy-
stem alle bis auf eine Koordinate gg fix, so beschreibt
Zi(q1,...,q8,...) eine Raumkurve, wobei 0%;/0gg der
Tangentenvektor an diese Kurve ist. Das innere Produkt
der Kraft mit diesem Tangentenvektor ergibt die Projek-
tion der Kraft, die generalisierte Kraft.

7 5‘7’2 ov

7723‘/372’777
I T

Erweitert man das Konzept der Potenzialfunktion V', in-
dem man die Geschwindigkeitsabhéngigkeit zulésst, so er-
gibt sich die generalisierte Kraft zu:

Setzt man L = T — V so lédsst sich die Lagrange Bewe-
gungsgleichung zweiter Art aufstellen:

d oL
dt O

oL
o

4.6 Geschwindigkeitsabhingige Krifte

Ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
erfahrt das verallgemeinerte Potenzial

M = e® — eTA
Die Lagrangefunktion ist somit
1 5 Lo
L:T—M:§mv —ed +evA

Die relativistische Betrachtung liefert

2 —
Lz—moc%/l—v—z—e@—i—eﬁA
c

4.7 Hamiltonsches Prinzip

Die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen i, auf das die
Kraft £; und die Zwangskraft FZdeg wirkt lautet

o PZwan -
0 = FZ + Fz & _ m;a;

Summiert {iber alle Teilchen und multipliziert mit der
virtuellen Verriickung 67 gilt

S (B BP0 — i) o

i

> (F —midi) o7

g

0 =

Integriert man iiber die Zeit, wendet zweimal partielle In-
tegration an und setzt die viertuellen Verriickungen zum
Anfangs und Endzeitpunkt gleich null, so ist

/ dt Z (7~ mia.) o7
s (%)
/dt (d 8‘/) OF; — /dt Zmzazén
s () o5 ()

== [dtV
—/dthi@’iJFi
= —5/dtV+/dt > mitof;
(9 1 -2 N
= —5/dtV+/dt 5@
= —6/dtV+§/dtT:5/dtL:0

Die Variation des Potentials § [dt V und die entspre-
chende Variation der kinetischen Energie ist vertraglich
mit den Zwangs- und den Randbedingungen.

0

Mit der Euler-Lagrangeschen Variationsgleichung folgt
daraus wiederum Lagrange 2.
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4.8 Erhaltungssitze

Der generalisierte/kanonische /konjungierte Impuls p; ist
definiert zu

oL
Py = 57—
J aqj
Ist die Lagrange Funktion nicht von einer generalisierten
Variablen ¢; abhéngig, so ist diese Variable zyklisch. Der
zugrhorige generalisierte Impuls ist eine Erhaltungsgrofie.
_ oL 4oL _d
~ qj dtog;  dt’?
Die Zeitableitung der Lagrangefunktion ergibt unter der

Annahme, dass L nicht explizit von der Zeit abhéingt und
das Potenzial geschwindigkeitsunabhéingig ist zu

dL 0 oL . OL.
i %%;(aqﬂi*aqﬂi)
d .
Z at (pidi) -

i

Lagrange II

0

Daraus folgt

Zpiqi—chonst.zE:T—FV

Zum Beweis, dass es sich bei dieser Konstanten um die
Gesammtenergie handelt, wird die kinetische Energie be-
rechnet:

2

m; or; . Qg . .
T = — — . — _F
T (Shn) T
or; OrF;
Qg = m;
zi: Oqi Ogy,
Der generalisierte Impuls berechnet sich zu
oL 0T
r; = = ==
J 8%‘ 8qj
= Zakjdk-
k
Somit ist

Zmz— = 2T

und die obige Konstante kann als die Gesammtenergie
identifiziert werden.

5 Hamilton Formalismus

5.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Um die gekoppelten Lagrange Bewegungsgleichungen zu
vereinfachen, definiert man die Hamiltonfunktion

H(vav t) = ZPZQl - L(Qv Qat)
=1

die nur von den generalisierten Koordinaten und den
generalisierten Impulsen abhéngt. Beweis durch Berech-
nung der Differenzialform

dH =3, (dpi ¢i +pi dgi — %dqi - %dqz—) — Lt
=2 (dpi 4 — %d%‘) —2Lat
=5 (8dp: + §dgi) + 2Lt

Aus dem Vergleich der letzten mit der zweiten Zeile folgen
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

oH .
oH oL  doL _ d
b T Tow aon  a T

5.2 Modifiziertes Hamiltonsches Prinzip

Aus dem Hamiltonschen Prinzip

S/dtL:O

erhillt man das modifizierte Hamiltonsche Prinzip

5/dt > pidi — H(g,p,t) = 0.
=0

Um von diesem modifizierten Hamiltonprinzip auf die Ha-
miltonschen Bewegungsgleichungen zu kommen, parame-
trisiert man den Weg (g,p) mit einer beliebigen Variation
um den richtigen Weg:

¢ = Qo+ an;
Pi = Dio + Q€
Damit ist:

0 _—
£5/dt ;pi%‘ — H(q,p,t)

" OH dq;  OH Jp;
— /dtzfié{i+pm¢*7i*7l

i=0
OH  0H
= [dt) €di+pini— N — €
/ ZZ:; 9 Op;
- OH  0H
= dt > €Gi —Piti — 1 — 7€
J e ===,
Jarye(i-
i=0

OH\ (. 0H
Op; AP 0q;

Durch eine passende Wahl der Variationen 7 und € folgen
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.
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5.3 Kanonische Transformation

Eine Transformation heif3t kanonisch, wenn mit den neu-
en Koordinaten Q und P wiederum die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen gelten. Dies ist der Fall wenn das
modifizierte Hamiltonsche Prinzip giiltig ist. Es bleibt bei
der Transformation giiltig, wenn sich das Integral nach
der Integration nur noch um einen konstanten Faktor un-
terscheidet. Es muss also gelten:

F(q,p,Q,P,t)
szqz—h ZPQZ H+d—

Im folgenden sei F(q,p, Q,P,t) = Fi(q,Q,t) 0.B.d.A (da
die Variablen nicht unabhéngig sind). Somit ist
).

o () o

Die Gleichung ist genau dann identisch null, wenn gilt die
Transformationsgleichungen gelten:

- _ on __on
pl - aql T 8@1
oF;

A= h=5
5.4 Poisson Klammer

Die Poisson Klammer ist fiir die dynamischen Variablen
f und g definiert als
of 9y

Z of Og
0q; Opi  Opi 04
Es gilt die Jacobl Identitat
{£:{g:h}} +{g:{h. /}} +{h.{f,9}} =0

Eine dynamische Variable f die nicht explizit von der
Zeit abhéngt ist genau dann eine Konstante der Bewe-
gung wenn die Poissonklammer mit der Hammiltonfunk-
tion verschwindet. Beweis:

{9}

TN T
i - o +Z[aqiq’+apipl}
- i=1

=0 nach Vor.

_ Z Jof oH 0Of OH
B 6% Op; 3pi 0¢;
= {f, H} i 0
Die Fundamentalklammern sind
{pi,vi} = {4, 9} =0, {9, 05} = 04

Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn
auch fiir die neuen Koordinaten die Fundamentalklam-
mern gelten. Zum Beweis wird berechnet:

0Q; 0H  0Q; OH

Q = {Q;,H} :Z 90 0pi O 04,
OH Z OH 0Qs dH 0P,
opi 81% 0Qy, Opi 5Pk Op;

Setzt man die zweite Gleichung in die erste ein, so ergibt
sich nach Umformungen:

Z

Die Bedingung, dass die Bewegungsgleichungen gelten,
ist genau dann erfiillt, wenn die Fundamentalklammern
gelten.

| 8H
{anQk}'i'aP {Q]a k}

5.5 Noether Theorem

Die infinitesimale kanonische Transformation wird defi-
niert zu

pi _, ai=pi+op;
i Bi = q; + 0g;
Die erzeugende Funktion F5, mit einer beliebigen Funk-

tion f die von den alten Koordinaten und den neuen Im-
pulsen abhéngt, sei

F (Juaz Zai(h+€f qz,%)

i=1

Mit den Regeln der kanonischen Transformation ergibt
sich somit

_ OF 9f(gi, i)
b= a(h St a(h
=—4p;
o 8F2 o af(qi,ai)
B = Do, qi + 6730@
=4qi

Durch eine Taylorentwicklung von f ergibt sich durch
konsequentes Vernachléssigen quadratischer infinitesima-
ler Groflen:

Spi = af(;;;az) _ —6af((;1;;pi) _ €{pi,f}
af(qi, Of(qi,pi
65]1‘ - ¢ f(aqpia ) — ¢ f(aqpip ) — G{Qi;f}

Betrachtet man nun die Anderung einer dynamischen Va-
riablen g, so ergibt sich wiederum nach Taylor:

6g = glas,Bi) — 9(pi> @)
dg dg
= 7y Q1 52 751 - 7y Qi
9(p q)+§;{6pi Pit 5o q} 9(pi, ;)
_ Z _ageaf(%pi) @eaf(%ini)
- Opi 0q; 0q; Opi
= efg f}
Jetzt lasst sich das Noether Theorem formulieren:
d 0
§H:O<:>{f,H}:O<:>d—J; f—i—{f,H}—O

Die Hamiltonfunktion H ist genau dann invariant unter
der infinitesimalen Transformation die durch f erzeugt
wird, wenn f eine Konstante der Bewegung ist.
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6 Kleine Schwingungen

6.1 Harmonische Niherung

Bei einer minimalen Auslenkung 1 = ¢ — qo der generali-
sierten Koordinaten ¢ um ein Minimum ¢ des Potentials
V' lésst sich dieses ndhern durch

oV
V + E -
(qo) - 6(]] qO(QJ

Vi(g)

- CIo,-)

—qo;j)(¢% —qo,) + - ..

Z 8(]] an

const + 3 Z K;inin;.

,J

Hierbei ist K der Kraftkonstantentensor. Die kinetische
Energie ist
1 . 1 ..
= 5 Z MmaTo = 5 Z MijQin
« 1,7

mit

Z 0T OT,,

- 8(]1 a%
= ai;(qo) + Taylor

Mij =

Die Lagrange Funktion ergibt sich somit zu:
1 ..
L =T-V=5 > (Mg — Kigniny)
i,
Eingesetzt in Lagrange II folgt die Vektorgleichung
Mij = —K7f

Mit dem harmonischen Ansatz 7j(t) = 7y exp (iwt) lésst

sich die Gleichung umformen zu
(K —w*M)ify = ]

Die Matrix K — w?M ist symmetrisch und positiv de-
finit. Alle Eigenwerte w, sind grofler oder gleich 0. Um
nicht nur die triviale Losung fiir w zu erhallten, muss die
Determinante ungleich null sein.

6.2 Normalschwingungen

Um die Komponenten A;, der Normalschwingungen o
der zugehorigen Winkelfrequenz w, zu bestimmen, gilt

Ajo = (=1)" et | [K — w2n]”

Hierbei ist [K — wiM] 7 die Matrix K — w2 M wobei die
erste Zeile und die j-te Spalte gestrichen ist. Der Beweis
erfolgt durch Einsetzen.

7 Nichtlineare Systeme, Chaos

7.1 Logistische Gleichung
Die logistische Gleichung lautet
folz) = az, (1 —

Fixpunkte (z, = 2,11) sind Attraktoren, wenn sie Itera-
tionen anziehen. Bedingung fiir einen Attraktor

Tnt1 = {En)

[f(z+€) = fl@)] < |(z+€) — ] = |e]
Daraus folgt:
S+ —f@l |4 _,
& dx

Entwickeln sich durch Veréndern des Parameters a aus
einem Attraktor zwei Attraktoren, so spricht man von
einer Bifurkation.

Erreichte x.

0 | | .
2.5 3 35 4

Parameter a

Abbildung 2: Bifurkationen der logistischen Ableitung

7.2 Physikalische Systeme

Sei Zg ein Fixpunkt eines physikalischen System im 2s-
Phasenraum, so ist

i = F@=0.

Um nun festzustellen, ob ein Fixpunkt auch ein Attraktor
ist, entwickelt man die Funktion F' um den Fixpunkt Z,
in einer Taylorreihe:

oF®
Fo(F) = w+5§1 o (mﬁ _ xg)
=0 =
Es ist
T=A-(T— )
Der Ansatz

8

Z(t) — Fo = exp [A - (t — to)] (F(to) — To)
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l6st die obige DGL. Die Matrix kann so transformiert

werden, dass nur noch in deren Diagonalen die komplexen

Eigenwerte A\, = ic + d stehen. Somit ist
() = g = exp [(ic + d) (t —to)] (2" (to) — Z5)

Sind also alle Realteile der Eigenwerte negativ, so handelt

es sich um geddmpfte Schwingungen um den Fixpunkt.
Der Fixpunkt ist somit ein Attraktor.

7.3 Satz von Liouville

Betrachtet man eine Bahn Z(t) = (q1,...,4s,P15---5Ds)
im Phasenraum, so bleibt das Volumen dV in einer infi-
nitesimalen Umgebung eines Bahnpunktes erhalten. Die
Phasenraumdichte ist

_ Anzahl der Trajektorien
N av

= const.

Die Zeitliche Anderung von p ist

dg Z (3% @t )

Durch Betrachtung der Strome durch ein Rechteck im
Phasenunterraum mit gy, pi ergibt sich

ap _ 7o . 0 .
2 ;_a—%(qu)+a—m(Ppk)]
“[dp . gy dp . Opx }
= - k + P+ o
;_aqkq 20" op T ap,”
*[d 0%H 2 dp .
= —Z a—pqlc—FM—Fa—pPk]
— | Oq Pedi  Opk
dp
O 0

Somit ist die zeitliche Anderung der Dichte identisch null.

7.4 Stabilitit
Bahnstabilitat:

min [A(t) - B(t)| < ¢

Asymptotische Stabilitét:

lim A(t) = lim B(t)

t—o0 t—o0

Lyapunov Stabilitét:

lim |A(t) —

t—oo

B(t)| =0

8 Spezielle Relativitiatstheorie

8.1 Vierdimensionaler Raum

Kontravarianter und kovarianter Vierervektor:

ct ct
T —x
zh = T, =
y " —y
z —z
Betragsquadrat:
|72 = at'x, = Zx“x# =% — 2% —y? - 22

m

Der metrische Tensor g,,, wandelt einen kovarianten in
einen kontravarianten Vektor um:

o v
= gux

Weltlinie

Lichtkegel

Abbildung 3: Weltlinie im Minkowskiraum

Punkte mit negativer Minkowskiabstand (s.o.) sind raum-
artig, Punkte mit positivem zeitartig.

8.2 Lorentz Transformation

Das Koordinatensystem K’ bewege sich mit der Ge-
schwindigkeit vé, im Bezug auf das Koordinatensystem
K. Die Transformation

v __ v, W
x —a#m

ist linear mit

1 __ B
i i 0 0
__ B L 0 0 v
a = 1/1_52 /1_62 ﬂ:_
0 0 10 ¢
0 0 0 1

Der Betrag des Vektors (im Minkowskiraum) ist beziiglich
dieser Transformation invariant. Ereignisse im Ursprung
von K’ haben die Koordinaten (cty/1 — (32,0, 0,0), befin-
den sich also tatséchlich im Ursprung.
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8.3 Zeitdilatation

In einem mit der Geschwindigkeit v geboosteten Koordi-
natensystem K’ gilt:

12 2 = (242 2 242 _ 242

Daraus folgt fiir zwei Ereignisse die sich aus Sicht des ru-
henden Koordinatensystems K im Urspung und im zeit-
lichen Abstand ¢ ereignen:
22— 22 = 22 _ 2?2
~
=0
2
v
Y

zu vervollstédndigen ..

8.4 Lingenkontraktion

Die Léange ist maximal in dem Koordinatensystem, in
dem der Korper ruht. Die Langenmessung findet in je-
dem Koordinatensystem gleichzeitig statt. Im mitbeweg-
ten Koordinatensystem gilt also

1'1:0, {Egé—lo t1:t2:0

Durch die Lorentztransformation vom bewegten in das
ruhende Koordinatensystem zuriick, ergibt sich unter der
Vorderung der Gleichzeitigkeit der Messung die Linge im
relativ bewegten Koordinatensystem zu

/ 2
=0 ah= lf%lo

8.5 Relativistische Bewegungsgleichung

Da die normale Geschwindigkeit (3er Vektor) kein kovari-
anter Lorentz Vektor ist, definiert man die 4er Geschwin-
digkeit zu:
d ., dtd 1 d
—1 = ——1% = ———x
dr dr dt V1—p2dt

B 1 d (et 1 c

o /1—pzdt \ 7 o /1—p32 \ U
Der 4er Impuls ergibt sich dann zu p® = m u®. Leitet
man diesen nach der Eigenzeit 7 ab, so erhéllt man die

Minkowskikraft. Im Ruhesystem des Teilchens (v = 0)
gilt:

(2)-(3)

Durch die Lorentztransformation erhillt man die Kraft
in einem beliebigen Koordinatensystem:

KO 1 o-F
S )= Ve e
K F 4 g2 iEE

«

u® = «




