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Wiederholung

¢ Dilation Equation

D—1
dx) = V2 arg(2x —k)
k=0

ar = /¢(I)¢1,k(z)d93

e Wavlet Equation

D—1
Plx) = V2 b2z —k)
k=0
b, = /¢($)¢1,k(9€)d$
Orthonormalitiat

Nach Axiom (c) der Multiskalenanalyse ist {¢(z — k)}rez eine Orthonomalbasis fiir Vj. Somit ist

/ 6()$(x — n)da

Setzt man nun die Dilation Equation ein, so ergibt sich

oo D-1 D-1
don = / (\/5 > ang(20 — k)) <\/i > o2z —n) - l)) dx
- k=0 1=0

D—1D-1 -
= 2 Z Z ajay o2z — k)p(2(x —n) — l)dx
1=0 k=0 >
D-1D-1 o
= Y aar [ ¢y)e(y+k—2n—1)dy
=0 k=0 -
D—1D-1
= > > wardor-on-
1=0 k=0
D-1D-1
= 1050 k—2n =
1=0 k=0

min(D—1,D—1+42n)

Ak —2nAk = 60,71, (1)
k=max(0,2n)

AuBlerdem gilt

Som = /°° ()l — n)de

— 00

Nach identischer Rechnung folgt:

min(D—1,D—1+42n)

Z br—2nbr = don (2)

k=max(0,2n)

Es ergeben sich D/2 Gleichungen, da die Summe trivial ist fiir n ¢ [0,D/2 — 1].
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Conservation of Area

Es ist
/ ¢(z)dr < oo

Integriert man die Dilation Equation auf beiden Seiten, so erhéllt man

/O:O P(x)dr = /oo ﬁ%a@(%— k)da

> k=0

= /OO g i ard(y)dy

e k=0
= o
= s> e
VP
Also ist

=
— ap — 1 (3)
V2 i
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Vanishing moments

Die Scaling-Function kann ein Polynom zP bis zu einem Grad P — 1 exakt darstellen:

“+oo
a’= > M ¢(x—k), p=0,.P-1 (4)

k=—o00

Hierbei ist M} das sogenannte p-te Moment von ¢(z — k).

% Zum Begriff Moment: fiir ! erhillt man Erwartungswert, fiir 2 die Varianz, Schiefe, Wélbung,...

Es gilt
+oo
M,f:/ zP - ¢(x — k)dx

Da ¢ und 9 orthogonal sind, ergibt sich Gleichung (4), durch die Bildung des inneren Produkts mit
auf beiden Seiten, zu:

+o0 400 +o0
/ aPap(z)dx = Z M,f[ o(x — k)(x)dz =0

-0 k=—oc0

Durch Einsetzen der Wavlet Equation ergibt sich

0 = /+<><> 2P (x)dx

— 00

— 00

= /%o <y;]€>p\f222:bk¢(y) : dgy

+00 D—-1
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Fiir p = 0 ergibt sich:

D—

—

b, =0
k=0

Allgemein gilt somit (Induktion):

D—-1

=
|
S
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~
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= (—=1)*ap_1_1kP mit k=D —1—1

v
Ll

= (-1)P g (D—-1-1)7

I
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Fiir p = 0 gilt:
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Fiir ein beliebiges p:
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Somit gilt fir p=0,1,...P — 1:
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Decay of wavlet coefficients

Satz:
Sei P = %D die Anzahl der vanishing moments eines Wavlets v; ;. Fiir die Wavlet-Koeffizienten gilt:

|d; k| < Cp 277(P+3) max
§€ljk

o)

Mit I, = [k/27, (k+ D —1)/27]. Cp ist eine Konstante, die unabhéngig von j, k und f ist.

Beweis:
Die Taylerentwicklung einer Funktion f innerhalb des Interfalls I, um den Punkt zo = k/27 ist:

k)P

k\p T — Lk )
(Zﬂ (/%) pf”)w(”(a(; £ € k/2,a]

Setzt man das in die Definitionsgleichung der Waveletkoeffizienten d ein, so gilt:

djx = /1 f@)Yr(x)de

Js

Igf(ff’)(k/zj); (= 5) wantorte |+ 35 [ 5000 (- ) vistore

J

=X
Fiir X gilt:
(k+D—-1)/27 ENP '
X = / (m—) 29122 — k)da
k)20 2
. D—1
y=2e—k  5j/2 AN -
= e [ () vy
D-1
= c'/ yPu(y)dy bereits gezeigt: /x%(x)d:c =
0
= 0 firp=0,1..P—-1
Also ist:
EN\E _
dik] = == / FENe) <x—) 2/ 2(2 x — k)da
PUL 27
P . .
< ﬁgnella)i £ ’/I ( j> 2122z — k)| dx
J K

- 92 J(P+1/2)
P! grg?}i

D—-1
o) [ v ay
—Cp
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Beispiele
Beispiel fiir D = 4:

d(z) = app(2x) +ar10(2x — 1) + asd(2z — 2) + azp(2x — 3).
v(z) = bod(2x) + b1p(2x — 1) + bap(2x — 2) + b3p(2x — 3)
= a3¢(2x) —azd(2x — 1) + a190(2x — 2) — agp(2x — 3)

Denn es gilt:

bk = (—1)ka3,k
Auf Grund der Conservation of Area gilt:
D—1
Z A = 2 (6)
k=0
= ap+ai+az+as (7)

Aus den Vanishing Moments muss gelten:

D—-1
> (DFak? = 0 p=0,1,.P—1
k=0
Firp=0:
apg—ai; +ag—as = 0 (8)

Aus (8) und (7) folgt:
apg+azx=ay+az3=1
Man hat also nur noch zwei Freiheitsgrade. Setze:
ag = even,a; =1 —odd,as =1 — even,az = odd

Auflerdem muss gelten:
min(D—1,D—1+42n)
ag—2nAk = 250,n n=0,1
k=max(0,2n)
Also (n=1):

2 = a2+a+ai+ad
= even? + (1 — odd)? + (1 — even)? + odd?
= even® +1— 20dd + odd® + 1 — 2even + even® + odd?
= 2even® + 2 — 2o0dd — 2even + 2o0dd?

0 = even(l— even)+ odd(1 — odd)

0 = agas+aiaz
= even(l — even) + odd(1 — odd)



